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En esta Unidad vamos a continuar el trabajo con

expresiones algebraicas relacionandolas con Si considera necesario
algunos conceptos trabajados con anterioridad, relea el Médulo de Mate-
como es el caso de las ecuaciones [trabajadas matica-Funciones antes
en Unidades anteriores] y las funciones (presen- de comenzar a trabajar
tadas en otro Mddulo). Es, por lo tanto, muy im- con el material que pro-
portante tener claros los conceptos aprendidos ponemos a continuacion.

con anterioridad.

:] Para comenzar intente resolver los siguientes problemas y luego compare
su resolucion con la que nosotros le proponemos.

Problema 1

Matias es vendedor en una empresa que se dedica a la venta de electrodomésti-
cos. Recibe mensualmente un sueldo fijo de $500 y ademés le pagan un 5% sobre
el total de las ventas, en concepto de comisiones.

.Cual es la expresion que permite calcular el sueldo de Matias?

Problema 2

Susana debe confeccionar manteles rectangulares para las mesas de un come-
dor escolar. No tiene aun las medidas exactas pero sabe que en todas ellas el lar-
go es igual al doble del ancho. Ademas calcula que, alrededor de cada mantel ne-
cesita 10 cm mas de tela para el volado y el dobladillo. ;Cual es la expresion que
permite calcular la cantidad de tela que necesita para cada mantel en funcién de
la medida del largo de las mesas?

Problema 3

Una empresa fabrica piletas de lona. En cada pileta el largo es igual al doble del
anchoy la altura tiene 50 cm menos que el ancho. ;Cudl es la expresion que per-
mite calcular el volumen de cada pileta en funcion del ancho?

:] Compare las expresiones que obtuvo con las que nosotros le proponemos.

Resolucién del problema 1

Vemos que para calcular el sueldo correspondiente a un mes determinado, se
deberan mutltiplicar las ventas por el porcentaje de comision y luego sumarle el
sueldo fijo. Para calcular el importe correspondiente a las comisiones se multi-
plican las ventas por 0,05 que resulta de multiplicar por 5y dividir por 100. Co-
mo las ventas son variables (cambian de un mes a otro) las representamos con
la letra x.
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Nos queda, por lo tanto, la siguiente expresion:

S=0,05x+ 500

Donde X representa el importe de las ventas mensuales.

Resolucion del problema 2

Hagamos un esquema para representar la situacion:

Necesitamos calcular la cantidad de tela, o sea la superficie de los manteles.

Recordemos que la superficie de un rectangulo se calcula con la formula:

Segun los datos del gréafico anterior, la base es igual a 2x mas 20 cm que corres-
ponden a los 10 cm que hay que dejar a cada lado para volados y dobladillo y la
altura es igual a x mas 20 cm, también para volados y dobladillo.

Remplazando estos datos en la formula de la superficie se obtiene la siguiente
expresion:

S =(2x +20) - [x + 20]
Aplicando propiedad distributiva:

S =2x"+40 x + 20 x + 400

S=2x*+60x+400

Siendo X el ancho de las mesas.
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Resolucién del problema 3

Hagamos un esquema para representar la situacion.

x - 50

2X

Las piletas de lona son prismas rectos de base rectangular. Para calcular su vo-
lumen se deben multiplicar el ancho por el largo y por el alto. O sea:

Reemplazando los datos del grafico anterior en la formula de volumen se obtiene
la siguiente expresion:

V=x-2x-[x-50)
Aplicando propiedad distributiva:
V = 2x* - 100x”
Veamos qué tienen en comun todas las expresiones anteriores.

En todas ellas el segundo miembro es una expresion formada por términos don-
de aparece la variable elevada a un exponente natural y multiplicada por un cier-
to niUmero. A veces también hay un término donde no aparece la variable y sélo
estd formado por un ndmero. Los nimeros por los que se multiplica la variable y
el nimero solo reciben el nombre de coeficientes de la expresion.

Por ejemplo, en la expresidn:
S =0,05x + 500
El segundo miembro esta formado por dos términos, 0,05x y 500.

En el primer término aparece la variable x elevada al exponente 1y multiplicada
por 0,05y el segundo término esta formado por un nimero solo, 500.

Decimos entonces que 0,05y 500 son los coeficientes de esta expresion.
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En forma general las expresiones de este tipo pueden escribirse:
a, X+ a,

Donde a, representa al coeficiente que multiplica a la variable que esta elevada al
exponente 1y a, representa al nimero que aparece solo.

En la expresién:
S =2x’+ 60 x + 400
El sequndo miembro esta formado por tres términos, 2x*, 60x y 400.

En el primer término aparece la variable x elevada al cuadrado y multiplicada por
2, en el segundo término aparece la variable X elevada al exponente 1y multipli-
cada por 60y el tercer término esta formado por un ndmero solo, 400.

2, 60y 400 son los coeficientes de esta expresion.
En forma general las expresiones de este tipo pueden escribirse:
a, X’ +a, X+ a,

Donde a, representa al coeficiente que multiplica a la variable elevada al cuadra-
do, a, representa al coeficiente que multiplica a la variable que esta elevada al ex-
ponente 1y a, representa al nimero que aparece solo.

En la expresién:
V = 2x° — 100x’
El segundo miembro esta formado por dos términos, 2x° y — 100 x°.

En el primer término aparece la variable X elevada al cubo y multiplicada por 2y
en el segundo término aparece la variable x elevada al cuadrado y multiplicada
por -100.

2y -100 son los coeficientes de esta expresion.

En forma general las expresiones de este tipo pueden escribirse:
a X +a, X’ +a; X+a,

Donde a; representa al coeficiente que multiplica a la variable elevada al cubo, a,
representa al coeficiente que multiplica a la variable elevada al cuadrado, a; re-
presenta al coeficiente que multiplica a la variable que esta elevada al exponente
1y ag representa al nimero que aparece solo.

En nuestro ejemplo no aparece el término donde la variable esté elevada al expo-
nente 1 ni tampoco aparece un numero solo. Esto se debe a que los coeficientes
a, y @y son iguales a cero. Es por eso que la expresién sélo tiene dos términos,
aquel donde la variable aparece elevada al cubo y aquel donde aparece elevada al
cuadrado.
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En forma general, para una expresién donde la variable se encuentre elevada a un
numero n cualquiera, esto puede simbolizarse:

n n-1
a,X"+a, X"+ ... +a X+a

Donde x representa la variable, n representa el nimero al cual se eleva esa va-
riable y a representa los coeficientes.

Este tipo de expresiones recibe el nombre de polinomios y las funciones cuya for-
mula es un polinomio se llaman funciones polindmicas.

Veamos ahora algunos aspectos importantes a tener en cuenta pues le seran de
utilidad para resolver los problemas y actividades que se proponen en el resto del
Modulo. Tome nota en su carpeta, escriba sus propios ejemplos y si tiene alguna
duda consulte a su tutor.

En estas expresiones:

LI TR a, se llaman coeficientes del polinomio y son niumeros reales

* a, es el coeficiente principal. El coeficiente principal es el que acom-
pafa a la X que estd elevada al mayor exponente (recuerde que si el ex-
ponente es 1 no se escribe) En nuestros ejemplos los coeficientes prin-
cipales son 0,05; 2y 2 respectivamente.

* 3, es el término independiente. El término independiente es el que no
aparece multiplicado por la variable. En nuestros ejemplos los términos
independientes son 500, 400 y O respectivamente. Notese que en el pro-
blema 3 el término independiente es cero pues no hay ningun término
donde no aparezca la variable.

* nes el grado del polinomio. El grado corresponde al exponente mas alto
al que esté elevada la variable. En nuestros ejemplos los grados son 1, 2
y 3 respectivamente.

* Todas las potencias a las que se eleva la variable X son niUmeros natura-
les o cero. Por lo tanto el grado de un polinomio siempre es cero o un nu-
mero natural.

e Sienun polinomio todos los coeficientes son ceros, el polinomio no tiene
grado y se llama polinomio nulo.

ACTIVIDAD ; i 2 :] Para cada uno de los polinomios que se indican a continuacion senale: gra-
do, coeficiente principal y término independiente.

a:)l P =x-2x"+4x-2 d:| Tlx)=3%
b: Qx)=3x"-4x+6x+3 e:] M(xJ=5
c:] RIxJ=5x-2

Verifique sus respuestas consultando la clave de correccion que figura al final del
Médulo.
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Veamos como podemos relacionar lo visto hasta ahora con lo trabajado en el M6-
dulo de Matematica - Funciones.

Tomemos el caso de la expresidn correspondiente al primer problema de esta Unidad:
S=0,05x+500
A qué tipo de funcién corresponde? j Por qué?

Vemos que se trata de una funcion lineal porque en su

formula aparece la variable elevada a la potencia 1, Para afianzar estos conceptos puede
multiplicada por un nimero (en este caso 0,05) maés releer en el Mddulo de Matematica -
otro numero solo, es decir, con la variable elevada a Funciones el apartado correspon-
la potencia 0 [ 500). Recuerde que las funciones linea- diente a funciones lineales.

les tienen por formula expresiones del tipo:

Por otra parte, podemos ver que se trata de un polinomio de grado 1 pues el ex-
ponente mas alto al que aparece elevada la variable es 1.

Podemos afirmar, entonces, que las funciones lineales son funciones polindmi-
cas de primer grado.

Veamos que sucede en el caso del problema 2 cuya expresién es:
S =2x* + 60x + 400
A qué tipo de funcién corresponde?

Podemos ver que esta expresién corresponde a la férmula de una funcién cuadra-
tica cuya formula general es:

Puede encontrar una explicacién mas detallada en el Médulo de Matematica -
Funciones, en el apartado correspondiente a funciones cuadraticas.

Ademas se trata de un polinomio de segundo grado pues el exponente mas alto
al que aparece elevada la variable es 2.

Podemos afirmar, entonces, que las funciones cuadraticas son funciones polino-
micas de segundo grado.

En el caso del problema 3 cuya expresidn es:
V=2x*-100x*

Vemos que esta expresion corresponde a un polinomio de grado 3. Se dice que es
la expresion de una funcion polindmica de tercer grado.
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Problema 4

Se necesita vaciar una pileta que contiene 48.000 | de agua. Para ello dispone una

bomba que desagota 6.000 | por hora.

Intente resolver el problema antes de proseguir con la lectura.

1]

3

Escriba una expresion que le permita ir calculando el volumen de
agua que queda en la pileta en funcién del tiempo de funcionamiento

de la bomba.

Responda:

a:| ;Cuanta agua quedara al cabo de 2 horas?

b:] (Y luego de 5 horas?

c:] ;Cuanto tiempo se necesitara para vaciar la pileta?

Realice una gréfica.

Compare su resolucion con la que le proponemos a continuacion.

1:]

La expresion que permite conocer el volumen que queda en la pileta

luego de cierto tiempo es:

V (t) = 48.000 - 6000 - t

Podemos observar que esta expresion corresponde a una funcion po-
linémica de primer grado donde el término independiente vale 48.000
y el coeficiente principal es 6.000.

a:] VI(2)=48.000 - 6.000- 2 =48.000 - 12.000 = 36.000
b:] V(5] =48.000-6.000-5=48.000 - 30.000 = 18.000
c:| Cuando la pileta esta vacia V (t) = 0, luego
0 =48.000 - 6.000 - t despejando t
6.000 - t = 48.000
t =48.000: 6.000
t=8

Para vaciar la pileta se necesitan 8 horas.
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3| Sigraficamos la funcidn:

36.000 (2; 36.000)

30.000

24.000

18.000 (5; 18.000)

12.000

6.000

Como se dijo anteriormente, la expresion V (t) =48.000 — 6000 - t que permite cal-
cular el volumen de agua que queda en la pileta en funciéon del tiempo correspon-
de a la formula de una funcién lineal cuyo segundo miembro es un polinomio de
primer grado.

Para resolver los puntos ay b lo que se obtuvo fue el valor numérico de ese poli-
nomio parat=2yt=5.

A Llamamos valor numérico de un polinomio al valor que se obtiene al reem-

plazar la variable por un nimero determinado.

En el caso ¢ tuvimos que hallar el valor de t para el cual la funcién era igual a cero.

Hemos hallado el cero o raiz del polinomio.

A Llamamos cero o raiz de un polinomio al valor de la variable para el cual el

valor numeérico del polinomio es cero.

Tome nota en su carpeta de estas definiciones. Son dos conceptos muy importantes.
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Graficamente, los ceros o raices de una funcién son los puntos donde la grafica

corta al eje x. Para nuestro ejemplo t =8 es la raiz. Para t=8 el volumen es igual

a cero. En t =8 la grafica corta al eje x.

En general:

Si fIx) es una funcion polindmica y f(a) = @ decimos que X =a es un cero
o raiz de fx).

Las funciones polindmicas de primer grado, como la del problema anterior, tie-
nen una sola raiz. Para hallarla, basta con igualar a cero la funcion y despejar la

variable independiente.

Mas adelante veremos como hallar las raices de polinomios de grado mayor que 1.

ACTIVIDAD ﬁ ‘|

ACTIVIDAD: E 2 ‘|

Dados los siguientes polinomios hallar el valor numérico para x=2y x=-1.
a:] Plx)=-3x"+4x+3
b: Qx)=x"-3x+2x
c:] RIx)=5x-4x"-2

Indicar, para cual o cuéles de los polinomios siguientes X =3 es una raiz.
a:] PlxJ=2x"-3x-9

b: QJ=-x"-2¢+3x+1

c:] RxJ=5x-15

d:] TIx)=23x-3x

Encontrara las respuestas en la Clave de correccion que figura al final del Modulo.



Operaciones con polinomios

Problema 5

Una empresa calcula el precio de venta y el costo de produccidn unitarios de un
determinado articulo mediante las siguientes férmulas:

P (x) =7 -0,5x Clx)=8+12x
Elingreso es el producto de la cantidad de articulos vendidos por el precio unita-

rio. La ganancia es la diferencia entre el ingreso y el costo.

)] Intente resolver el problema anterior.

1:| Escriba una expresion que permita calcular el ingreso obtenido por la
venta de X articulos.

2:| Escriba una expresion que permita calcular la ganancia obtenida por
la venta de X articulos.

:] Compare sus expresiones con las que proponemos a continuacion.

Para calcular el ingreso I (x) debemos multiplicar el precio P (X) por la cantidad
de articulos vendidos, X.

| (x) =P (x)-x

Reemplazando P(X) por su expresion correspondiente:

I (x) = (7 -0,5x] - x
Aplicando propiedad distributiva obtenemos:
I (x) = 7x—0,5x° expresion que nos permite calcular el ingreso.

Hemos obtenido esta expresién multiplicando dos polinomios.

]  ;Puede usted identificar cuales? Anotelos en su carpeta e indique para ca-
da uno de ellos cual es su grado, su coeficiente principaly su término inde-
pendiente. Si tiene alguna dificultad consulte con su tutor.

Para calcular la ganancia debemos restar el costo a los ingresos
G(x)=1(x)]-Clx

Reemplazando el costo y los ingresos por sus respectivas expresiones obtenemos:

G(x)=7x-05%x-(8+1,2x

Eliminando el paréntesis:

Gl(x)= 7x-0,5%x" -8 -1,2x
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Agrupando obtenemos:
G (x) =5,8x — 0,5%” - 8 expresién que nos permite calcular la ganancia.
Hemos obtenido esta expresion restando dos polinomios.

:!] :Puede usted identificar cuales? Andtelos en su carpeta e indique para ca-
da uno de ellos cual es su grado, su coeficiente principal y su término inde-
pendiente. Si tiene alguna dificultad consulte con su tutor.

ACTIVIDAD m Dados los siguientes polinomios:

Plx) =2+ 4x" +2
Q (x) =5x" +3x -1
M (x)=-2x°+6x°-3x + 4
a:] Obtenga:
1:] RIxJ=P [ +Ql(x
2:] SIK=P(Kx-Q(x
3:] NX=Px+MIx
4:] TIX=P([x-Q[x

b:| Indique el grado de cada uno de los polinomios anteriores.

c:] Compare el grado de los polinomios dados con el grado de los polinomios
obtenidos.

d:| Intente enunciar una conclusion antes de proseguir con la lectura y copiela

en su carpeta.

Conclusiones

1. Si sumamos o restamos dos polinomios de distinto grado, el grado del
polinomio obtenido coincide con el grado del polinomio de mayor grado.

2. Si ambos tienen el mismo grado, el grado del polinomio obtenido de-
pendera del resultado de la operacidn entre los coeficientes principa-
les de dichos polinomios.

a. Sila suma o resta de los coeficientes principales es cero, se obtendra
un polinomio de grado menor que el grado de los polinomios dados.

b. Si'la suma o resta de los coeficientes principales es distinta de cero,

se obtendra un polinomio de igual grado que los polinomios dados.

3. Si multiplicamos dos polinomios el grado del polinomio obtenido sera
igual a la suma de los grados de los polinomios dados.



Problema 6

Se sabe que la expresion que permite conocer el volumen de un prisma recto de
base rectangular es V (x) = 6x” + 19x* + 15x siendo x la medida de una de sus aris-
tas. Si otra de las aristas es igual a 3x + 5, hallar la expresién que permite calcu-
lar la medida de la tercera arista. Recordar que el volumen de un prisma recto de
base rectangular se calcula multiplicando las tres aristas.

:] Intente resolver el problema antes de proseguir con la lectura.

:] Compare su resolucion con las que le proponemos a continuacion:

V(X)=A(X)-B(x)-C(x)siendo A ByC las expresiones de cada una de las aristas.
Reemplazando el volumen y dos de las aristas por sus expresiones correspon-
dientes se obtiene:
VixJ=Alx)-Bx) -Clx
6x* + 19x* + 15x = x - (3x + 5) - C [x) multipliqguemos A (x) - B (x)
6x° + 19x% + 15x = (3x” + 5x) - C (x) (*)

Debemos encontrar C (x) o sea un polinomio que multiplicado por 3x* + 5x de por
resultado 6x° + 19x” + 15x.

Para ello podemos proceder de la siguiente forma:
Calculemos primero cual debe ser el grado de C (x).

Para ello debemos tener en cuenta que cuando se multiplican dos polinomios, en
este caso C (x) y 3X° +5x, el grado del polinomio obtenido sera igual a la suma de
los grados de esos polinomios que se multiplicaron.

Veamos que sucede en nuestro caso.

El grado de V (X) es 3, por lo tanto, la suma de los grados de C (X) y 3x* + 5 x de-
be ser 3.

Y como el grado de 3x* + 5x es 2, entonces el grado de C (x) debe ser 1.

Hemos avanzado un poco. Todavia no conocemos la expresion de C (X) pero ya sa-
bemos que tiene que ser un polinomio de primer grado.

Escribamos, entonces, la expresion general de un polinomio de primer grado. Pa-
ra ello recordemos que las funciones lineales son funciones polinémicas de pri-
mer grado y tienen por formula f (x) =ax + b.

Por lo tanto podemos escribir C (x) =ax + b y reemplazar esta expresién en (*)
6x° + 19x% + 15x = (3x* + 5x] (ax + b}
Aplicando la propiedad distributiva se obtiene:

6x> + 19x° + 15x = 3ax’ + 3bx’ + bax® + 5bx
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Agrupando los términos semejantes obtenemos:
6x* + 19x* + 15 x = 3ax’ + (3b + 5a) x* + 5bx

Nos ha quedado una igualdad entre dos polinomios. Para que estos dos polinomios
sean iguales todos los coeficientes de los términos semejantes deben ser iguales.
Por lo tanto se deben cumplir simultdneamente las siguientes condiciones:

6 =3a porque 6 y 3a son los coeficientes de los términos cuya parte literal es X'.

19 = 3b + 5a porque 19y 3b + 5a son los coeficientes de los términos cuya
parte literal es x*.

15 =5b porque 15y 5b son los coeficientes cuya parte literal es Xx.
Despejando se obtiene:
a=?2 b=3
Reemplazando estos valores en la expresion de C (X) se obtiene:
C(xX)=2x+3
Ahora vamos a proponerle otra forma de resolucion.
Volvamos a considerar la expresion (*):
6x* + 19x* + 15x = (3x* + 5x) - C [x]
Podemos obtener C (x) realizando la siguiente division:
(6x° + 19x% + 15x) 1 (3x* + 5x) = C (x)

Necesitamos disponer de un método para dividir polinomios. Antes de proseguir
recordemos qué sucede con la division de niUmeros enteros.

Para ello le pedimos que realice las

siguientes divisiones sin usar calcu-
ladora y sin utilizar nimeros decima-
les. Escriba la cuenta en su carpeta.

Sino recuerda el método para dividir
numeros puede consultar el Libro 1,
pagina 156. Si no lo tiene puede soli-

citarselo a su tutor.

300:12= y  659:21-=

Recordemos que dividir un nimero entero @, por otro nimero entero b significa
encontrar un numero entero c tal que b - c=a. Si ese nimero entero existe deci-
mos que se trata de una division exacta. Por ejemplo sia=300y b =12 entonces
€ =25 porque 12 - 25 =300

Cuando ese numero ¢ no existe decimos que la divisidn no es exacta y al dividir los
dos numeros se obtiene un cociente y un resto. Por ejemplo sia=659y b =21, el
cociente es 31y el resto es 8.

Podemos escribir: 659 =21 - 31 + 8.

Es decir, si se dividen dos niumeros enteros ay b con b # 0, existen siempre dos
numeros €y r tales que:

a=b-c+rcon0=r<b
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En el caso de nuestros ejemplos
300=12-25+0 con0 <12
659=21-31+8 con 0 <8< 21

El mecanismo para dividir polinomios es similar al mecanismo para dividir nUme-
ros. Recordemos primero la division de numeros:

11 dividimos 6 : 2y obtenemos 3,

o697 \21— 2| multiplicamos 3 por 21 y obtene-

63 31 mos 63,
_ 29 3| restamos 65 - 63y obtenemos 2,
21
8 4| bajamos el 9y repetimos los pa-

sos anteriores hasta que el res-
to sea menor que el divisor.

Apliquemos este mecanismo a los polinomios:

11 dividimos 6x° por 3x* y obtene-
3 2 2
O I IO x u mos 2x,

3 2 2 3
o 10 o 2| multiplicamos 2x por 3x* + 5x y ob-
9% + 15x tenemos 6x° + 10x,
9%x* + 15x 3| restamosdel dividendo el resultado
0 del paso anterior y obtenemos 9x’,

4| bajamos 15x y repetimos los pa-
sos anteriores hasta que el grado
del polinomio resto sea menor
que el grado del polinomio divisor
0 el resto sea 0.

A continuacion utilice este mecanismo para realizar la siguiente Actividad.

:| Dados los siguientes polinomios: A (X) =3x’ = 2x*+x—1,B (X) =X’ -4x+2  ACTIVIDAD 4J

y C (X) =3x —5, realice las siguientes operaciones:
a:] AlX:Blx)=
b:] AlXJ:Clx=

:]  ¢Qué conclusiéon puede sacar comparando el grado del polinomio resto con
el grado del polinomio divisor?
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SINTESIS

e Al dividir dos polinomios de A (X) y B (X) existiran dos polinomios C (X) y R (X)
tales que A (X) =B (X) - C (X) + R (X) y donde el grado de R (X) sera menor que

elgradodeB(X) o R(x)=0

e Cuando R (x) =0 decimos que A (x) es divisible por B (x) o que B (x) es divisor

de A (x).

Veamos ahora un caso especial de division.

Supongamos que A (X) =2X° +4x* - 6x+5y B (X) =x -2

Hagamos la division A (X) : B (X) siguiendo los pasos indicados en la pagina anterior:

2%+ 4x’ - bx + B X — 2

2% - 4x°
) 8x% - bx
8x° - 16x
) 10x + 5
10x - 20
25 =R (x) resto

Hemos obtenido: C (x) =2x*+8x + 10 y R (X) = 25

2x* + 8x + 10 = C (x) cociente

En muchas ocasiones sera necesario dividir un polinomio cualquiera por otro de

la forma x —a. Existe una forma mas sencilla para dividir polinomios en los casos

en los que el divisor sea de la forma X —a cuya creacion se le atribuye a un mate-

matico italiano llamado Paolo Ruffini.

Veamos como aplicar este procedimiento para realizar la division anterior. En es-
te caso queremos dividir A (x) = 2x° + 4x” - 6x + 5 por B () = x — 2 donde A (X) es
un polinomio cualquiera y B (x) es de la forma x —a siendo a = 2.

Consiste en trabajar sélo con los valores que aparecen en color en la divisidn

anterior.
2 4 -6 5 Coeficientes de A (x]
+ +
a=>2 4 16 20
X
2 X 8 X 10 25
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17| Ubicamos los coeficientes de A (X): 2, 4, -6y 5.
2| Bajamos el primer coeficiente, 2.

31 Multiplicamos el primer coeficiente por a que en este caso vale 2, 2. 2 =4, lo
colocamos bajo el sequndo coeficiente, 4 y sumamos 4 + 4 = 8.

4| Repetimos el paso anterior con los siguientes coeficientes hasta terminar.
ELl dltimo ndmero obtenido es el resto, en este caso 25. Los numeros ante-
riores, en este caso 2, 8y 10 son los coeficientes del polinomio cociente, que
tendra un grado menos que el grado del polinomio que hemos dividido. En
este caso como el grado de A (X) era 3, el grado de C (x) sera 2. Por lo tan-
to C (x) = 2x* + 8x + 10.

Calculemos ahora el valor numérico de A (X) para X = 2:

A (x) = (2 + 4x° - 6x + 5)

AR2)=(2-22+4-2"-6-2+5)

A(2)=25
Vemos que, en este caso, el valor numérico del polinomio A (X) para X = 2 coinci-
de con el resto de dividir A (X) por x — 2.

Realice usted la siguiente Actividad.

a:| Divida P (x)=x"+4x—1 por x—1 utilizando la regla de Ruffini y luego cal-
cule el valor numérico de P (X) para x=1.

b:] Divida Q (x) = 2x*—3x*+ 2x — 6 por x + 3 utilizando la regla de Ruffiniy lue-
go halle el valor numérico de Q (X) para x=- 3.

c:] Compare los restos de las divisiones realizadas con los respectivos valores
numeéricos de los polinomios que se dividieron. ;Qué observa? Anote sus
conclusiones.

. Sucedera siempre que el valor numeérico de un polinomio en x = a coincide con
el resto de dividir ese polinomio por x—a?

Ya hemos visto en la primera Unidad de este Médulo que para poder asegurar que
una propiedad se cumple siempre no basta con comprobarla para algunos casos
particulares sino que debemos verificarla en forma genérica.

Supongamos que B (X) =x—ay A (X) es un polinomio cualquiera.
Si dividimos A (x) por B (x) obtendremos C (x) y R (X) tales que:
Alx)=BI[x)-C(x+R[x

ACTIVIDAD 42
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Donde el grado de R (X) debe ser menor que el grado de B (x). Dado que el grado
de B (x) es 1, el grado de R (X) serd 0 o R (X) =0, por lo tanto R (X) serd un nime-
ro real.

Reemplazando:
AlX)=x-al-ClJ+R
Cuandox=a
Ala)=(a-al-Cla) +R
Alal=0+R
Ala) =R

Ahora si podemos asegurar que:

El resto de dividir un polinomio A (X) cualquiera por otro de la forma coincide
con el valor numérico del polinomio para x = a. Esta propiedad es conocida
como Teorema del Resto.

Ademas, ya vimos que, si para un determinado valor de x, el valor numérico del
polinomio era igual a cero, ese valor era un cero o raiz del polinomio.

O sea, si A(a) =0, entonces a es una raiz o cero del polinomio A (X).
Por otra parte, A (a) =R [por el Teorema del Resto).

Entonces podemos afirmar que:

Cualquier polinomio A (x) sera divisible por x —a (el resto de la division es ce-
ro) siy sélo si a es una raiz de A (x).

ACTIVIDAD 4& :]  Utilice el Teorema del Resto para encontrar el resto de dividir

P(X)=4x +5x -2x+ 1 por Q(X) =x+4y por S (X)=x—2, sin hacer la divisidn.

ACTIVIDAD 44_ :]  Encuentre en cada caso el valor de m para que el polinomio P (x) sea divi-

sible por Q (x), siendo:
a:] P=x+2x+4x-my Qx)=x-1
b:] P =4xX-2x+3my Qx)=x+3
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] Indique si P (x) = 3x" — 2xX* + 2x — 3 es divisible por cada uno de los polino-  ACTIVIDAD @

mios que se indican a continuacién:
a:;] Qx)=x+1 c:] Tlx=x-1
b:] RKxJ=x-3 d:] M{xl=x+2

:] Senale cuédles de los siguientes valores de X corresponden a raices del po-  ACTIVIDAD %

linomio: P (X) = x> — 3x* - 10x + 24.

X =1 x=2 x=3 X=4 x=-1 x=-2 x=-3

i Funciones polinomicas

En el Médulo de Matematica-Funciones usted ya ha trabajado con algunas funcio-
nes polindmicas. Por ejemplo con funciones lineales que son funciones polindmi-
cas de primer grado y con funciones cuadraticas que son funciones lineales de
segundo grado. En este Mddulo vamos a profundizar el trabajo con funciones cua-
draticas. Le aconsejamos releer lo trabajado sobre funciones cuadraticas en el
maddulo de funciones antes de proseguir con la lectura.

=] Funciones polindmicas de segundo grado:

“#E funciones cuadraticas

Problema 7
Se patea una pelota, desde el suelo hacia arriba. La altura que alcanza medida
desde el suelo en funcion del tiempo esta dada por la siguiente formula:

h (t) = - 2t°+ 6t + 8, donde h representa la altura, medida en metros y t el tiempo,
medido en segundos.

1:| ;Cuanto tarda en llegar al suelo?
2:] ;Cudles la altura maxima alcanzada?

3:] Realice un grafico de la funcion.
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Sugerencia: Como en este problema la funcion viene dada por su formula, una
forma de resolverlo es realizar primero la grafica y a continuacion responder las
otras preguntas sacando la informacion del grafico. Primero podriamos armar
una tabla y con esos valores construir la grafica.

Tiempo 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Altura 8 10,5 12 12,5 12 10,5 8 4,5 0

‘| Intente resolver este problemay luego compare su resolucion con la que le
proponemos a continuacion.

|
7h(‘m]

1

| \

1 2 3 4 5 t (s)



Para responder el punto 1 debemos tener en cuenta que en el momento en que
la pelota llega al suelo su altura es cero. Esto corresponde a los puntos donde la
grafica corta al eje X. Observando la grafica vemos que esto se verifica para t=4.

Observando el grafico también podemos responder al punto 2 pues la maxima al-
tura corresponde a h=12,5.

Pero también podemos trabajar algebraicamente. Veamos como.

En primer lugar recordemos que las funciones cuadraticas tienen por féormula
general:

Si comparamos con la formula del problema observamos que esta corresponde a
una funcién cuadratica en lacuala=-2,b=6yc=8.

Si queremos saber cuanto tarda en llegar al suelo (punto 1) debemos calcular el
momento en que la altura es cero. O sea, calcular los valores de t para los cua-
les h es cero. Esto significa hallar los ceros o raices de la funcion.

Si queremos hallar la altura maxima (punto 2] debemos encontrar la coordenada
y del vértice.

Veamos como resolver el punto 1.

Hallar las raices de esta funcidn significa resolver la siguiente ecuacion:

0=-2t"+6t+8
Como aun no disponemos de una forma para despejar t directamente, deberemos
encontrar una expresién equivalente a la dada de la cual podamos despejar t.

Recordemos que - 2t° + 6t + 8 sera divisible por un polinomio de la forma t—a si
a es una raiz del polinomio.

Entonces podemos escribir:

(-2t + 6t +8):(t-a)=C [t
Despejando nos queda:

(-2t"+ 6t + 8) = [t —a]- C (t) (*)

Con lo cual -2t°+ 6t + 8 nos queda descompuesto en el producto de dos polino-
mios, uno de ellos de la forma t —a siendo a una raiz del polinomio.

Ahora debemos encontrar el valor de ay la expresion correspondiente a C (t).

Como a es una raiz del polinomio, teniendo en cuenta el Teorema del Resto, el va-
lor numeérico de ese polinomio para t = a debe ser cero.
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Busquemos algun valor de t para el cual - 2t° + 6t + 8 sea cero. Para esto proce-
damos por tanteo. Le vamos dando distintos valores a t hasta encontrar uno pa-
ra el cual la cuenta dé cero.

Por ejemplo:

Sit=1 h(1)=-2-1"+6-1+8=12

Sit=2 h(2)=-2-2"+6-2+8=12

Sit=-1  h(-1)=-2--1+6-(-1)+8=0
Vemos que para t=-1 el valor numérico de h (t) es cero, por lo tantot=-1 es
una raiz de ese polinomio. Hemos encontrado el valor de a que buscabamos.
Reemplacemos ese valor de a en la expresion (*).

(-2t +6t+8)=(t-(-1))-C(t)

(-2t + 6t +8) = (t+1)- C (1)
Ahora debemos encontrar la expresion correspondiente a C (t). Para ello debe-

mos resolver la siguiente division:

(-2t + 6t+8): (t+1)=C (t)

Hagamos la division :

- 2t%+ 6t + 8 t+1
oo -2t +8 =C (t) cociente
8t + 8
) 8t+8
0 =R (t) Resto

Por ultimo reemplacemos C (t) por la expresion hallada:
(-2t + 6t +8) = [t + 1)« (- 2t + 8]

Volvamos ahora a la ecuaciéon que queriamos resolver.
0=(-2t"+6t+8

Reemplazando nos queda:
O=(t+1)-(-2t+38])

Sacando -2 de factor comun del sequndo paréntesis se obtiene:
O=-2(t+1)(t-4)

Hemos obtenido una expresion de la cual podemos despejar t.
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Como-2-(t+1-(t—4)es el producto de tres factores, este producto sera igual
a cero si alguno de esos tres factores es cero. (Recuerde que cualquier niumero
multiplicado por cero es igual a cero).

-2 es distinto de cero, por lo tanto deberd cumplirse que:
t+1=0 0 t-4=0.

Despejando t de cada una de las expresiones anteriores obtenemos, respectiva-
mente t=-1yt=4 que son las soluciones de la ecuacion.

Ahora, volviendo a nuestro problema, debemos interpretar los dos resultados ob-
tenidos al resolver la ecuacion.

Por el contexto del problema, el valor negativo carece de sentido. Por lo tanto, la
pelota tardara 4 segundos en llegar al suelo.

En el problema anterior hemos pasado de la expresién:
hit)=-2t"+6t+8

A otra equivalente:
hith=-2(t+1)(t-4)

La primera expresion corresponde a la forma f (x) = ax® + bx + ¢ llamada expre-
sion general de la funcidn cuadratica. La segunda corresponde a la forma f (x) =
a (Xx—Xx;) (x—x,) llamada expresion factorizada de la funcion donde X, y X, son las
raices de la funcion y a es el coeficiente principal del polinomio.

Existe otra forma de hallar las raices de un polinomio de segundo grado, que con-
siste en la aplicaciéon de una férmula.

A continuacién vamos a desarrollar el proceso por el cual se llega a esta formula.

Pero tenga en cuenta que no sera necesario que usted recuerde todo el proceso. Pa-
ra la resolucion de los problemas bastara con que recuerde la formula y la aplique.

Si le resulta muy complicado seguir este desarrollo, consulte con su tutor.

Sea la expresion general f (X) = ax® + bx + ¢ vamos a escribirla de otra forma tal
que pueda despejarse X:

fix)=ax’+bx+c=0
Sacamos a de factor comun:

alx+b/ax+c/a)=0
dividimos ambos miembros por a:

x’+blax+c/a=0

Si multiplicamos y dividimos un término por un mismo numero el resultado no
cambia. En este caso dividimos y multiplicamos el segundo término por 2.

X +2-(b/2alx+c/a=0
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Y si sumamos y restamos un mismo término a uno de los miembros de una igual-
dad, esta se mantiene. En este caso sumamos y restamos (b/2a)’.

x>+ 2+ (b /2a)x + (b/2a)" - (b/2a)* + c/a =0

Los tres primeros términos corresponden al desarrollo del cuadrado de un bino-
mio. Los reemplazamos, entonces, por su expresion equivalente:

(x + b/2a)® - (b/2a)* + c/a =0

Ahora podemos despejar X:
(x + b/2a)* = (b/2a)* - c/a

Distribuimos el cuadrado que aparece en el sequndo miembro:
(x + b/2a)* = b’/4a® - c/a

Sacamos comun denominador 4a’ en el segundo miembro.

2
(x + b/2a)? = b——Azac
a

2
(x + b/2a) =T,/ b——l;zac
4a

Obtenemos dos valores de X, uno utilizando el valor positivo de la raiz cuadraday
otro utilizando el valor negativo:

2 2_
+b—42ac_b/28 Xl:—b+»b 4ac

4a 2a

2 2_
X = - /—b—lzLac_b/za Xzz—b—vb 4Lac
4a 2a

Hemos hallado una férmula a partir de la cual encontrar los valores de las raices

conociendo los coeficientes de la forma general de la funcidn cuadratica.
Ahora veamos como aplicar estas formulas para resolver nuestro problema.

Recordemos que la expresion que permite calcular la altura en funcion del tiem-
poes: h(t)=-2t"+6t+8 dondea=-2,b=6yc=8.
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Reemplacemos estos valores en la férmula correspondiente:

o bellef-4el-2)-8 -6+ /36464 -6+/100 6410
v 2-(- 2 ) b 4 4

4
== -
4

- b6 h1-2)-8  -6-y 36+64  -6-J100_ -6-10 -16 _,
- _ _ , _ _

2-(-2) -4 -4 -4 -4

Hemos obtenido dos raices: x;=-1y X, = 4.
Veamos como resolver el punto 2, o sea hallar la altura maxima alcanzada.

Para calcular la altura maxima alcanzada debemos hallar la coordenada y del
vértice de la parabola, que llamaremos y,. Hay distintas formas de encontrar las
coordenadas del vértice de una parabola. Una de ellas consiste en trabajar con
dos puntos simétricos cualesquiera. Esta forma ya fue trabajada en el Médulo de
Matematica - Funciones. Puede usted releerlo en el apartado correspondiente a
funciones cuadraticas. También podriamos utilizar las raices calculadas en el
punto anterior para calcular A
la coordenada x del vértice, h (m)

que llamaremos x,, pues las

raices son puntos simétricos.

Recordemos que los puntos " / \
simétricos son aquellos que . &
tienen distinta coordenada X 10 / \
pero la misma coordenada y. / \
Graficamente son puntos que ? \

estan a la misma altura, uno

a cada lado del eje de sime-

tria de la parabolay a la mis- 7/ \
ma distancia de ese eje. \\
i |
ARRE \
£
IRENE \
ll | \\
[ \
Il 1 \
-2 -1 0 1 2 3 4 5 t (s)

X xv:1,5 Xy
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En ese caso basta con sumar las raices X, y X, y dividir ese resultado por dos:
X, = (X + %) 12

Utilizando los datos de nuestro problema obtendriamos:
x,=(-1+4):2=3:2=15

Para hallary, se calcula h (x,) o sea el valor numérico de h (t) para t = x,.

Para ello se reemplaza el valor hallado de x, en la férmula de la funcidén dada.

Recordando que la expresidn de nuestra funcion era:
h(t)=-2t"+6t+8

Reemplacemos t por el valor de y, o sea por 1,5:
hiy)=-2(15+6-15+8=125

Hemos hallado el valor de la altura maxima, que es de 12,5 metros.

Existe también una férmula que permite hallar las coordenadas del vértice sin te-
ner que hallar previamente las raices. Veamos como se obtiene esta férmula.
Nuevamente le recordamos que no es necesario que usted recuerde todo el de-
sarrollo que conduce a la obtencion de la férmula, simplemente debera recordar
la formula y aplicarla cuando lo considere conveniente.

Veamos cémo se llega a esta férmula. Debemos partir de la ecuacién dada en for-
ma general:

f(x) = ax®+ bx +c (¥

Podemos observar que, si en esta formula se reemplaza X por cero, se obtiene:
f(0)=a-0°+b-0+c=c

La funcion toma valor ¢ cuando la x vale cero.

Por lo tanto el punto (0; c) es un punto de la pardbola. Hallemos el simétrico de
este punto, o sea encontremos el otro valor de X para el cual la funcién también
toma valor c. Estamos, pues buscando otro valor para el cual f (X) =c.

Reemplazando f (X) por ¢ en la expresién (*) nos queda:
ax’ +bx+c=c
Despejando:
ax’ +bx+c-c=0
ax’ +bx=0
Sacando factor comudn x:
x [ax + b =0
Como este producto debe dar cero,ox=0o0ax+b=0.

Despejando obtenemos: x =0 o X = - b/a.
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Por lo tanto x =0y x = - b/a son los dos valores de X para los cuales f(X) =¢
Hemos encontrado, algebraicamente, dos puntos simétricos.
Calculemos ahora las coordenadas del vértice como hicimos antes, sumemos los

puntos simétricos y dividamos por dos:

_0+[-b/a)
2

\

x, = - b/2a

Hemos encontrado una expresion que nos permite calcular el X, si conocemos los
coeficientes de la forma general de la funcién cuadratica, o sea los coeficientes
de la expresion (*).

Para hallar el valor de y, procedemos como se indicd anteriormente, reemplaza-
mos el valor de X, en la funcién dada:

Yv = f [Xv]

Apliquemos estas formulas a los datos de nuestro problema. Recordemos nues-
tra funcién: h (t) =- 2t° + 6t + 8 donde a=-2,b=6yc=8.

Reemplacemos estos valores en la formula: x, = - b/2a.
xy=-6/2-(-2)=-6/-4) =105

Hemos obtenido la coordenada x del vértice.

Ahora tomemos este valor y reemplacémoslo en la funcion:
yy=flx)=-2(157+6-15+8=125

Hemos obtenido la coordenada y del vértice, que en el caso de nuestro problema
representa la altura maxima alcanzada.

Conclusion

e [ as raices de una funcion cuadratica pueden calcularse mediante
la férmula:

Xy 2 significa que la misma férmula permite calcular X; y X, En un
caso hay que sumar el resultado del la raiz cuadrada y en el otro hay
que restarlo.

e [ as coordenadas del vértice de una parabola pueden calcularse median-
te la formula:
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Veamos cémo resolver el punto 3 sin hacer una tabla de valores. Para ello utili-
zaremos los puntos que fuimos calculando en los puntos anteriores y los iremos

marcando en el grafico:

al Lasraices (sobre el eje x]. En nuestro caso los puntos (-1, 0] y (4, 0.
b | Elvértice. En nuestro caso el punto (1,5; 12,5).

cl Elpunto (0, c)sobre el ejey. En nuestro caso el punto (0, 8).

d| Elsimétrico de (0, c ] con respecto al eje de simetria de la parabola, o sea a

la recta vertical que pasa por el vértice.

Luego unimos esos puntos.

En el caso de nuestro problema:

|_h(m)

y, = 12,5

B]FC c

2 3 4 5 t(s)
X x =15 X9



Veamos ahora algunos casos especiales.

Ejemplo 1

Supongamos que queremos graficar la siguiente funcidn:

f(x)=2x+4x+2

Calculemos primero las raices utilizando la férmula:

+ 2
-V b- b"-4ac

2a

X1,2 =

Enestecasoa=2,b=4yc=2.

Reemplacemos estos valores en la férmula:

+
b B o422

X =
" 2:2
416216
X1,2=
2.7
+
k-0
M2
- -4+0 o
! 4
~4-0
X2: 4 :'1

Obtenemos el mismo valor para X; y para X,. Esto significa que la funcidn tiene
una sola raiz, o sea un solo punto donde la parabola toca al eje Xx.

Calculemos ahora el vértice utilizando también las formulas correspondientes.

Hallemos primero la coordenada x del vértice:

x, = - b/2a

Reemplazando por los valores correspondientes se obtiene:

X, =-4/2-2
Xe= - 4fb=-1
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Hallemos ahora la coordenada y del vértice reemplazando el valor hallado de X,
en la funcién dada:

flx)=2x+4x +2
V=21 +4(-1)+2=2-1-4+2=0

El vértice, por lo tanto estard en el punto (- 1; 0]. Este punto es, ademés, la raiz
de la funcion.

Grafiquemos ahora la funcion, marcando:

a| Laraiz sobre el eje x. En este punto estara también el vértice.
bl Elpunto(0,c) sobre el ejey. En nuestro caso el punto (0, 2).

c| Elsimétrico de (0, 2) con respecto a la recta vertical que pasa por el vértice.

¢! 2¢C

-2 -1 0 1 2 t (s)
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Ejemplo 2
Supongamos que queremos graficar la siguiente funcion:
flx)=x*+x+2

Calculemos primero las raices utilizando la formula:

b e - 4ac
2a

X1,2 =

Enestecasoa=1,b=1yc=2.

Reemplacemos estos valores en la férmula:

2.1
o 1-41-8
e 21

R
X1,2=

En este caso debemos calcular la raiz cuadrada de un nimero negativo. Como la
raiz cuadrada de un numero negativo no es un ndmero real, y por lo tanto no po-
demos calcularla llegamos a la conclusion de que la funcion no tiene raices. Gra-
ficamente esto significa que la pardbola no cortara al eje X en ningun punto.

Calculemos ahora el vértice utilizando también las formulas correspondientes.
Hallemos primero la coordenada x del vértice:

x, = -b/2a
Reemplazando por los valores correspondientes se obtiene:

X, =-1/2-1

x,=-1/2
Hallemos ahora la coordenada y del vértice reemplazando el valor hallado de x,
en la funcién dada:

fix)=x*+x+2

xg= (12 +(-1/2)+2=1/4-1/2+2=T7/4

El vértice, por lo tanto estard en el punto (-1/2; 7/4).
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Grafiquemos ahora la funcién, marcando:

al Elvértice. En nuestro caso el punto (- 1/2; 7/4).
bl Elpunto (0,c) sobre el eje y. En nuestro caso el punto (0, 2J.

c| Elsimétrico de (0, 2) con respecto a la recta vertical que pasa por el vértice.

z

c! /2

Notese que al aplicar la formula para calcular las raices pueden presentarse tres
situaciones:

al Queelresultado sea un nimero positivo, en cuyo caso tengo dos soluciones,
X1 Y X,. La funcion tiene dos raices y su grafica corta al eje x en dos puntos,
como en el caso del problema 7.

b | Que el resultado sea cero, en cuyo caso tengo una sola solucién, pues
X; = X,. La funcion tiene una sola raizy su grafica toca al eje X en un solo pun-
to, como en el caso del ejemplo 1.

c | Que el resultado sea un nimero negativo, en cuyo caso no existe solucién
pues no hay ningun nimero real que sea solucién de una raiz cuadrada ne-
gativa. La funcién no tiene raices y su grafica no corta al eje X, como en el
caso del ejemplo 2.
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En el M6dulo de Matematica - Funciones usted ya trabajé con el siguiente problema.  ACTIVIDAD ﬂ

ELINTA determind experimentalmente que si X es el nimero de arboles por enci-
ma de 50 en una hectarea, el total de la produccion p estad dado por la formula.

p = -x* + 30x + 30.000

El chacarero quiere saber, naturalmente, hasta cuantos arboles puede plantar
por encima de 50 para que su produccidn total no empiece a disminuir, y cual se-
ria la produccién maxima que podria obtener.

:] Relea sus apuntesy vea como resolvi6 este problema.

:] Ahora le pedimos que resuelva este problema algebraicamente y compare
sus respuestas con las que obtuvo anteriormente.

:] Responda, ademas, la siguiente pregunta: ;A partir de qué cantidad de ar-
boles la produccién se hace cero?

A continuacion le presentamos otro problema con el cual usted ya trabajé en el  ACTIVIDAD @

Mddulo de Matematica - Funciones.

En una isla se introdujeron ciervos. Con recuentos durante varios anos se esta-
blecié que el nimero de animales en funcién del tiempo transcurrido desde su in-
troduccién estd dado por la férmula: n = - t* + 21 t + 100, siendo n el nimero de
ciervos y t el tiempo en anos.

Determine a partir de qué momento la cantidad de animales comenzé a disminuir,
y cual fue la maxima cantidad de ciervos que lleg6 a haber en la isla.

!] Relea sus apuntesy vea cémo lo resolvid.

:] Ahora resuelva algebraicamente los puntos anteriores y compare sus
respuestas.

:] Por ultimo responda la siguiente pregunta:

. Se extingue en algun momento la poblacidn de ciervos? Si es asf, ;cuando?
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-] Funciones polinomicas de grado mayor que 2

Problema 8
.Cual debe ser el valor x de la arista del prisma del problema é para que el volu-
men sea de 378 cm®?

Necesitamos encontrar para qué valor de X, la expresion: 6x*+ 19x* + 15x es igual
a 378. O sea, resolver la ecuacion:

6x°+ 19x° + 15x = 378, que es equivalente a 6x’+ 19x* + 15x — 378 = 0.
Para ello debemos encontrar las raices de un polinomio de tercer grado.
Veamos como proceder.

Trabajemos primero con algunos ejemplos mas sencillos.

Ejemplo 1

Supongamos que queremos hallar las raices del polinomio:
P(x)=x-x"-2x

Eso significa que tenemos que resolver la ecuacion:
X - x*-2x=0

Como no disponemos de una férmula para resolver esta ecuacién, debemos en-
contrar una expresion equivalente a partir de la cual poder despejar X.

Sacando x de factor comUln obtenemos:
x(xX*-x-2]=0

Hemos obtenido una expresion equivalente a la dada y que es igual al producto de
dos factores: x y x* - x — 2. Como ya dijimos, para que el producto de dos factores
sea igual a cero, alguno de esos factores debe serigual a cero. Por lo tanto x=0
ox -x-2=0.

Como X’ - X —2 es una funcién cuadréatica aplicando la férmula para hallar las rai-
ces obtenemos X; = -1y X, = 2.

Aplique usted la formula:

b2 b7 - 4ac

2a

X1,2 =

Y verifique que estos valores son correctos.

Hemos encontrado tres soluciones para la ecuacion dada: X; =-1, X, =2y X3 =0.



Recordando que la forma factorizada de una funcién cuadratica es:
f{x)=a(x-xy x=-x)

Podemos escribir:
X -x-2=Kx+1)-[x-2)

Como:
Px)=x[x*-x-2]

Reemplazando obtenemos: P (X) =x - (X + 1) - (X —2) que es la forma factorizada
del polinomio dado.

Ejemplo 2
Hallar las raices de:
P(X)=x+2x’-5x—6
En este caso debemos resolver la ecuacion:
X +2x°-5x—-6=0
Esto significa encontrar los valores de X que hacen cero al polinomio dado.

Para ello tengamos en cuenta que el polinomio dado sera divisible por otro poli-
nomio de la forma X —a si a es una de las raices del polinomio.

Con lo cual podemos escribir:
(X*+2x*-5x—6):(x—a)=c(x), con resto R(x) =0

Ahora debemos emplear un procedimiento similar al que utilizamos para resol-
ver la ecuacion cuadratica. Si necesita relea la explicacion de la pagina 83.

Necesitamos encontrar una raiz para reemplazar su valor en x —ay poder dividir.
Procedemos por tanteo.
Por ejemplo:
Parax=1P(x)=(1°+2-1*-5-1-6] = - 8 entonces x=1no es raiz.
Parax=2P (x)=(2°+2-2"-5-2- 6] =0 entonces x =2 es raiz.
Reemplazando:
X+ 2% -5x - 6) i [x=2)=c [x) ()

Ahora debemos hacer la division. Como el divisor es de la forma x —a don-
de a vale 2, podemos aplicar la regla de Ruffini:
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dad 1 2 -5 -6 —>» Coeficientes del
ado polinomio
+ + +
a=>2 2 8 6
1 4 3 0 —> Resto
NG -

Coeficientes de C (x]

Hemos obtenido:
Clx)=x"+4x+3
Reemplazando en (*) nos queda:
(X +2x*-5x - 6) : [(x-2) =x*+4x + 3
Despejando:
(° + 2x* - 5x - 6) = (x = 2) . [x* + 4x + 3)
Nuevamente hemos escrito el polinomio dado como producto de dos factores:
(x = 2)y (x* + 4x + 3]
;] ;Cdomo haria usted para encontrar las raices que faltan?
;] Compare su respuesta con la que mostramos a continuacién.
Debemos encontrar las raices de (X* + 4x + 3).
Como se trata de una funcion cuadratica, aplicamos la formula:

b b7 - 4ac

2a

X1,2 =

Obtenemos: x; =-1y x, =-3.
:] Aplique usted la férmula y verifique estos resultados.
;] Escriba ahora la expresién factorizada del polinomio dado.
Hemos hallado las raices de: P (x) = X* + 2x” - 5X — 6.
X, =-1 X,=-3 xX’=2

Cuya forma factorizada es: P (x) = (x + 1) (x + 3) (x — 2)

Para hallar las raices de un polinomio de grado 3 procedemos de la siguiente forma:

1| Hallamos por tanteo una de las raices.

SINTESIS

2| Dividimos el polinomio dado por otro de la forma x—a, donde a es la raiz ha-
lada en el punto 1y obtenemos un polinomio de grado 2.
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31 Aplicamos la formula para calcular las raices de una funcién cuadrética al
cociente de esa division.

Si el polinomio es de grado mayor que 3 procedemos asi:

1| Hallamos por tanteo una de las raices.

2| Dividimos el polinomio dado por otro de la forma x —a donde a es la raiz ha-
lada en 1y obtenemos un polinomio cuyo grado es uno menos que el del po-
linomio dado.

31 Hallamos por tanteo una raiz del polinomio cociente.

4| Dividimos ese polinomio por otro de la forma x —a donde a es la nueva raiz
hallada.

5| Repetimos los pasos 3y 4 hasta que el polinomio cociente sea de grado 2.

61 Aplicamos la formula para calcular raices de una funcién cuadrética al co-
ciente de esa division. I

:] Intente, ahora, resolver el problema 8. Compare su respuesta con la que le
proponemos a continuacion.

Debiamos resolver la ecuacidn:
6x°+ 19x° + 15x - 378 = 0

Primero buscamos, tanteando, una raiz. Probamos de reemplazar x por distintos
valores hasta encontrar uno que haga que la cuenta dé cero. Por ejemplo:

Six=3
6-3+19-3°+15-3-378=162+171+45-378=0
Ahora debemos dividir: 6x°+ 19x* + 15x - 378 por x - 3.

Aplicamos la regla de Ruffini.

6 19 15 -378

a=3 18 11 378

6 37 126 0
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Con lo cual podemos escribir:
6x°+ 19x% + 15x - 378 = (x - 3) (6x* + 37x + 126)

Ahora debemos encontrar las raices de (6x° + 37x + 126). Como se trata de un po-
linomio de grado 2 aplicamos la férmula:

+
-b - \/ b’ - 4ac
2a

X1,2 =

Dondea=6,b=37yc=126.

Vemos que al reemplazar en la formula los valores de a, b y ¢ nos queda la raiz
cuadrada de un ndmero negativo. Por lo tanto el polinomio 6x* + 37x + 126 no tie-
ne raices reales. Con lo cual la Unica raiz del polinomio dado es x = 3.

La respuesta a nuestro problema es que la arista x debe valer 3.

ACTIVIDAD ﬁ !] Escriba la forma factorizada de los siguientes polinomios:

ACTIVIDAD

50

a:] Plx)=3x"-3x-21x"+3x + 18
b: Q=5 - 125¢ + 720

30 cm

J

Con un cuadrado de cartén cuyos lados miden 30 cm. queremos construir una ca-

Ja abierta recortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los la-
dos restantes. Si X es el lado del cuadrado que hay que recortar:

a:| Encuentre unaexpresion que permita calcular el volumen de la caja, depen-
diendo de la longitud x del cuadrado que se recorta en cada esquina.

b:] ;Qué volumen tendra la caja si se recortan cuadrados de 4 cm. de lado?

c:] ;Cuanto debe medir el lado del cuadrado a recortar para que el volumen de
la caja sea exactamente de 1.944 cm®?



Un examen consta de 20 preguntas. Cada pregunta bien contestada vale 0,5 pun-
tos y cada pregunta mal contestada resta 0,5 puntos. Si no contesta alguna pre-
gunta no suma ni resta puntos. Un alumno no contestd 2 preguntas y obtuvo un
cuatro. ;Cuantas preguntas contestd correctamente?

Rubén es dueno de una libreria. Encarga resmas de papel a un mayorista que le
cobra $ 9 cada resma maés un adicional de $6 en concepto de flete.

:]  ;Cuéntas resmas puede encargar si quiere pagar, a lo sumo, $100 en total?

Juan es panadero. Necesita comparar harina. Consigue una parte de los paque-
tes de harina en oferta a $1,5 cada uno, pero no le alcanza y decide comprar la
otra parte en paquetes que cuestan $1,8 cada uno. Gasta en total $40,5. Los pa-
quetes que consiguio en oferta son 5 mas que los otros.

:] Cuéntos paquetes de cada clase compro6?

La velocidad v (en m/s) de un misil t sequndos después de haber sido lanzado es-
té dada por la siguiente férmula: v (t) = - t* + 18t + 40

a:| ;Cuales lavelocidad maxima alcanzada por el misil?

b:] ;Cuéantos segundos después de haber sido lanzado alcanza la velocidad
maxima?

c:] Luego de cudntos segundos se detiene el misil?

d:] ;Enqué momento la velocidad del misil fue de 100 m/s?

e:| ;Enqué momento la velocidad del misil fue de 150 m/s?
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EJERCICIO 1

EJERCICIO 2

EJERCICIO 3

EJERCICIO4
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EJERCICIO ! i En un laboratorio se toma la temperatura de una cierta sustancia a partir de las

8 de la manana. Se obtiene la siguiente formula que permite calcular la tempera-
tura, en grados, de esa sustancia en funcion del tiempo a partir del cual se co-
menzaron a realizar las mediciones: T(t)=0,2t*-5,6 t" + 36 t.

a:| cudlfue latemperaturaalas 5 horas de haber comenzado las mediciones?
b:] ;A qué horalatemperaturaerade 0°C?

c:] ;Hubo algun momento en el cual la temperatura era bajo cero?
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ACTIVIDAD ] |

ACTIVIDAD 2|

ACTIVIDAD 3|

Sy A

ACTIVIDAD By |

ACTIVIDAD § |

a:|

b:|

Q

b:|

c:|

Los nimeros naturales se usan siempre que haya que contar algo: perso-
nas, objetos, animales, dias, meses, anos, etc.

La suma y la multiplicacién de ndimeros naturales es siempre un nimero
natural. La potenciacion de numeros naturales con exponente natural es
siempre un numero natural.

La resta, divisién y la radicacion de naturales no siempre es un nimero
natural.

Los numeros negativos se utilizan para indicar temperaturas bajo cero, al-
tura bajo el nivel del mar, deudas, anos antes de Cristo, etc.

La suma, la resta y la multiplicacion de enteros es siempre un ndmero en-
tero. La potenciacién de enteros con exponente natural es siempre un nu-
mero entero.

La division y la radicacion de enteros no siempre es un nimero entero.

1 13 -~ 61
o = 0,5 S 1,4... 37 " 0,444525547 ... 2= 2

-3=-3 0=20 5/4= 1,25 3/8=0,375

Cuando se compra 1/2 kg de pan. Cuando se saca un boleto de colectivo de
$1,25. Cuando se dice que una persona mide 1,70 m, etc.

La suma, resta, multiplicacién y divisidn de racionales es siempre un nime-
ro racional. La potenciaciéon de niumeros racionales con exponente natural
es siempre racional.

La radicaciéon de nimeros racionales no siempre es un nimero racional.

Por ejemplo para calcular la superficie de una figura circular o para calcular la

diagonal de un cuadrado cuyos lados miden 1 m.

o 9

o O

0]

g

El doble de un niumero a: 2a

La tercera parte de un numero c: 1/3 ¢

El cuadrado de un nimero x: x*

El anterior del cuadrado de un nimero n: n*- 1

El cuadrado del siguiente de un nimero d: (d + 1)°

El producto de un nimero a por su siguiente: a- (a + 1)

La diferencia entre un nimero ¢y su consecutivo: ¢ —(c + 1)
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ACTIVIDAD ‘ Las siguientes expresiones traducen que la edad de Pedro supera en 6 anos la
edad de Martin:

ACTIVIDAD & |

K:|

p-6=m

p=m+56

p-m=56

3b+ 2c + 4d

El triple de un nimero mas el doble de otro nimero, mas el cuadruplo de
otro.

X =9

El cuadrado de un niumero es igual a nueve.

ox

El quintuplo de un ndmero.

a’+ b’

La suma de los cuadrados de dos numeros.

=8

Dos elevado a un cierto numero es igual a 8.

2 [x + 1) = 4x

El doble del siguiente de un niumero es igual al cuadruplo de dicho nimero.
3x+2y=5

La suma del triple de un numero mas el doble de otro es igual a cinco.
S=b.h/2

La superficie es igual a la mitad del producto entre la base y la altura.
b=x+1

Cuatro es igual al siguiente de un nimero.

a+l=a+?2

El siguiente de un numero es igual a dicho nimero aumentado en dos
unidades.

2b=b+b

El doble de un ndmero es igual a la suma de dicho ndimero con si mismo.
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ACTIVIDAD Q|

ACTIVIDAD | U

ACTIVIDAD

ACTIVIDAD

ACTIVIDAD

a:
b:|
|
|
|

o O

0]

(o3

c:|

El cuadrado de la suma de dos nimeros ay b a’-b’
El triple del anterior de un nimero c ® \ 3c -1
El cuadrado de un nimero a disminuido en b unidades (a - b)?
El anterior del triple de un nimero ¢ (@ +b)?
La diferencia entre los cubos de dos numerosayb 3(c-1)
El cubo de la diferencia de dos nimeros ay b a’-b

2a-3b+4(a-bj=2a-3b+4a-4b=6a-T7b

Se utilizé la propiedad distributiva y la propiedad conmutativa. Luego se su-
maron los términos semejantes.

2ab +3 (a - b) + 4b - bab =2ab + 3a - 3b + 4b - bab =-3ab + 3a + b

Se utilizé la propiedad distributiva y la propiedad conmutativa. Luego se su-
maron los términos semejantes.

X+ X° - 3x + 4x° = - 2x + bx’
Se utilizo la propiedad conmutativa y se sumaron los términos semejantes.
X+2y - [x+yl=x+2y-x-y=y

Se utilizé la propiedad distributiva y la propiedad conmutativa. Luego se su-
maron los términos semejantes.

3b - 4a*- bab® = 60a°b’ c:| DBxy-4x’y=20x 3y

4y - 2x% = 8x° d:] -3a-2ab-(-3b’=-18a"b’
X + 2x = 3x d:] b+2b+b*=3b+b’

X+ 2x = 2% e:] 4x(2-3x+x =8x-8x

XX X=X+ 2% X2+ 5x-x>=8x

Algunas posibles soluciones:

a:|
b:|
c:|
d:|

e |

Tenga una sola solucidn 3x+2=5
Tenga dos soluciones x* =25

No tenga solucién X+2=x+3
Sea equivalente a 3x -2 =10 2x+1=9
Cuyo conjunto solucion sea S ={4} x+1=95

Eﬂlﬂ Resueltas dentro del Mddulo.
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AIVIZBE Kol Ver Médulo.

ACTIVIDAD a:] x+x+2+x+4+x+6=104siendo x lo que aporta Martin.

Martin aporta $23, Pedro $25, Luis $27 y Juan $29.

b:l 0,10x + 0,25 (23 - x) = 4,55 siendo x la cantidad de monedas de 10 centavos.
Tiene 8 monedas de 10 centavos y 15 monedas de 25 centavos.

c:] 600+ 12,5x =1200 siendo x la cantidad de afiliados.

Debe afiliar 48 personas por mes.

( J
ACTIVIDAD | G a:l Simbodlicamente representamos un numero par cualquiera como 2n vy un
numero impar cualquiera como 2m + 1. Su suma sera:

2n+2m+1
Sacamos factor comun 2y podemos escribir
2(n+m)+1

Como la suma de dos numeros enteros Ny m es otro niumero entero al que
podemos llamar k, reemplazando nos queda:

2n+m)+1=2k+1
Siendo 2k + 1 la expresion correspondiente a un nimero impar.

b:] Simbdlicamente representamos un nimero par cualquiera como 2ny otro
numero par como 2m. Su producto sera:

2n-2m
Aplicamos propiedad conmutativa del producto y obtenemos:
2-2-n-m

Como 2 - n-mes un nimero entero pues el producto de nimeros enteros es
otro numero entero, llamando k al resultado de 2 - n - m, podemos escribir
2-2-n-m=2-Kk, siendo 2k la expresion correspondiente a un nimero par.

c:| Simbodlicamente representamos un nimero impar cualquiera como2n+1y
otro numero impar como 2m + 1. Su producto sera:

(2n +1)-(2m + 1)

Aplicamos la propiedad distributiva del producto respecto de la sumay
obtenemos

2n-2m+2n+2m+ 1
Sacamos factor comun 2y podemos escribir:

202nm+n+m)+1
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d:|

Como el paréntesis corresponde a la expresién de un numero entero por
ser el producto y la suma de enteros otro nimero entero, llamamos k al re-
sultado del paréntesisy escribimos: 2 (2nm+n+m)+1=2k +1,

Siendo 2k + 1 la expresion correspondiente a un niumero impar.

Simbolicamente representamos un numero par cualquiera como 2n y un
nUmero impar cualquiera como 2m + 1. Su producto sera:

2n - (2m + 1)

Aplicamos la propiedad distributiva del producto respecto de la sumay
obtenemos:

2n-2m + 2n
Sacamos factor comun 2y podemos escribir:
2 (2nm + 1)

Como el paréntesis es un numero entero, llamamos Kk al resultado de ese
paréntesis y escribimos: 2 (2nm + 1) = 2k,

Siendo 2k la expresion correspondiente a un niumero par.

0
ACTIVIDAD Elvalor que ocupara el décimo lugar en cada una de las siguientes sucesiones sera:

ACTIVIDAD /Z (]

ACTIVIDAD

a:|

b:|

2,5,10, 17, 26, .... cada numero de la sucesion se obtiene elevando al cua-
drado la posicién que ocupa y sumandole 1.

Para calcular el décimo nimero la operacion es: 10° + 1 = 101 en general:
n“+1.

2, 5,8 11,14, ... cada nUmero de la sucesion se obtiene mediante la si-
guiente expresion: 3n—1. El décimo valor serd: 3 - 10— 1 =29.

n==a4 d:] p=|
-2<x<bh e:;] m=2L
Lc =15 fi] n=m

Se reemplazan los valores propuestos en la inecuacion y se eligen los que verifi-

can la desigualdad o se resuelve la inecuacién y se eligen los valores que perte-

necen al conjunto solucion.

Six=0 30-1+2>5-0-2
3:--1)+2>0-2
3+2>-2

-1 > -2 verdadero, luego x =0 es una solucion
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Six=-2 3(-2-1+2>5-(-2)-2
3:(-3)]+2>-10-2
-9+2>-12

-7 > -12 verdadero, luego x = - 2 es una solucién

Six=2 3(2-1)+2>5-2-2
3:(1)+2>10-2
3+2>8

5 > 8 falso, luego X =2 no es una solucion

Six=1/2 3(1/2-1)+2>5-1/2-2
3-(-1/2)+2>5/2-2
-3/2+2>1/2

1/2 > 1/2 falso, luego x = 1/2 no es una solucién

Otra forma es resolver la inecuacion, pero en esta parte del Médulo todavia no se
vio resolucion de inecuaciones:
3x-1+2>5bx-2
X-3+2>05x-2
3Xx-Hx >-2+3 -2
- 2x > -1

x < 1/2

El conjunto solucién estad formado por todos los nimeros menores que 1/2.

Por lo tanto de los valores propuestos, los que cumplen con esta condicion son el
Oyel-2.

ACTIVIDAD Las inecuaciones expresadas como intervalos de nimeros reales y representados
en la recta numérica resultan:

a:y] -3=x=4 [-3; 4]
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b:|

d:|

f:

2<x=<6b (2; 6]
({ 1
\ |
2 6
h=x<b [-4: 4)
I
L
4
Fh<x<8 (5; 8)
({ 1
{ ]
5 8
X =4 (- c0; 4]
0
X > 2 [2;+00]
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ACTIVIDAD La desigualdad se mantiene en todos los casos menos el fy el h.

Conclusion: si se multiplican o dividen ambos miembros de una desigualdad por
un mismo numero negativo, cambia el sentido de la desigualdad.

33 + 0,045 x = 50 siendo x la cantidad de minutos.

0,045 x =50 - 33
0,045 x =17
x =17 :0,045
x = 377,77

La persona no debe hablar mas de 377 minutos.

ACTIVIDAD 2x + 29 = 50 siendo X el precio de cada remera.

Cada remera no puede costar méas que $10,50.

EEEIEYA | 55 2<20- 1)

X+2<2x-2

X=2x<-2-2
X < -4
X > 4

Cualquier numero entero mayor que 4, por ejemplo 5,6y 7.

b:] 5x-3=2x-[x+3]
5 -3 =2x-x-3

ox-3=x-3
bx -x=-3+3
4x =0
x =0

Cualquier nimero entero mayor o igual que cero, por ejemplo: 0, 1y 2.

a:l x<1  S=l-o1]

b:| x=-2 S=[2
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a:| J=M+10
Algunas posibles soluciones son (160, 170); (165,175); (171,181)
Son infinitas.
b:] 2n+3p=36
Algunas soluciones (3,10); (6,8]; (9,6) son finitas.
c:] P+M=100

Algunas soluciones son (52,20; 47,80); (90; 10J; (25; 75)(12,50; 87,50) son
infinitas.

d:| a-b=14
Algunas soluciones son (1, 15); (-3; 11]; (0,5; 14,5); (2/3; 44/3) son infinitas

°
ACTIVIDAD El sistema a resolveresv=c+4

v+c=32

Camila tiene 14 anos y Victoria tiene 18 anos.

]

~ Victoria

32

28

} (14: 18)

| 4 8 12 16 20 24 28 32 Camila
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ACTIVIDAD J U a:| Elsistema a resolver es:

a+b=90
a=3b

Reemplazando en la primera expresion a por 3b obtenemos:

3b+b=90
4b =90
b=90/4=225
Por lo tanto:

a=90-b=90-225=675

Como se trata de angulos uno de ellos medira 22° 30’ y el otro medira 67° 30’

b:] Elsistema a resolver es:
0,10x + 0,25y = 30
x +y =150

Despejando de la segunda ecuacion:
y =150 - x
Reemplazando en la primera:
0,10x + 0,25 (150 - x) = 30
Operando:

0,10x + 37,5 - 0,25x = 30

-0,15x =30 - 37,5

-0,15x =-7,5
x=-75:(-0,15]
x =50

Luego:
y =150 - x =150 - 50 = 100

Recibié 50 monedas de 10 centavos y 100 monedas de 25 centavos.



114 | Matematica :: Iniciacion al Algebra

ACTIVIDAD a:

b:|

3x+2y=8
bx + 4y =16

Sistema compatible indeterminado, S =R.

A
Ty
ﬁ*S
4
—3
—2
—

1 2 3 4 5 S
2x + 3y =7
4x + 6y =10

Sistema incompatible, S = .

\
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c:| 3x + 4y =23
2x + by = 22

Sistema compatible determinado, S = {(5; 2)}.

A

y

9

8

7

6

5

4

3 \\

\\
T~
5 \k_ (5;2)
w\
~—
1
T~
\
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " X

ACTIVIDAD El sistema a resolver es:

x +y =100
0,5x + 0,25y = 35

Donde X representa la cantidad de monedas de 50 centavos ey la cantidad de mo-
nedas de 25 centavos.

La respuesta es: Pedro juntd 40 monedas de 50 centavos y 60 monedas de 25 centavos.

El sistema es compatible determinado.

ACTIVIDAD El sistema a resolver es:

X=Yy
2x + 5y =100

Como X e y representan la cantidad de billetes de cada clase y la solucidn del sis-
tema no es un par de nimeros naturales la respuesta es que no es posible.

El sistema es compatible determinado.



116 | Matematica :: Iniciacion al Algebra

ACTIVIDAD ;]  Las expresiones correspondientes a cada empresa son:

Empresa A:y =2,5x + 15
Empresa B:y = 3,25x

a:| Reemplazando en cada una de las expresiones anteriores X por 10 se
obtiene:

Empresa A: 40
Empresa B: 32,5
Por lo tanto conviene comprar en la empresa B.
b:| Debemos resolver el sistema:
y=25x+1b
y = 3,25x
lgualamos:
2,9% + 15 = 3,25x
Despejando obtenemos:
x = 20

Respuesta:

Deberfan comprar 20 m’,

ACTIVIDAD Hay que resolver el sistema:

2J) + 4F = 60
J+2F=30
El sistema resulta indeterminado. Por lo tanto tiene infinitas soluciones.

El conjunto solucion es: S =R. Entonces no es suficiente la informacién.

ACTIVIDAD 9 Q Segun Marcela el sistema a resolver es:

E+M=200
M=E+50
E-20=M/2

Segun Esteban el sistema a resolver es:

E+M=200
M=E +50
E-125=M/2

En ambos sistemas las dos primeras ecuaciones son iguales.



ACTIVIDAD

ACTIVIDAD .3&%

ACTIVIDAD .3Y

ACTIVIDAD £
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Trabajando con ellas obtenemos:
E=75M=125

Reemplazando estos valores en la tercera ecuacion de cada uno de los sistemas
vemos que la igualdad se verifica en el caso de Esteban.

Por lo tanto, Esteban tiene razoén.

Grado del polinomio Coeficiente Termino independiente
a:| n=>5 an=-2 ag=-2
b n=4 an=3 3 =3
c:| n=1 a,=b ag = -2
d:| n=2 a,=3 ag=0
e:| n=0 =9 30 =95

a:l] P2)=-3-22+4-2+3=-1P(-1)=-3(-1+4(-1)+3=-4
b:] Q2)=2"-3-2°+2-2=-4Q(-1)=-1"-3(-1P+2(-1)=2
ci] R(20=5-2-4-22-2=-8R(-1)=5(-1)-4(-1)-2=-11

a:] Px=2-3-3-3-9=0
Si, es raiz porque al reemplazar la x por 3 el valor numérico del polinomio
es igual a cero.

b:] Qlx=-3-2-3F+3-3+1=125

No es raiz porque al reemplazar la X por 3 el valor numérico del polinomio
es distinto de cero.

c:] RIx=5:3-15=0

Si, es raiz porque al reemplazar la x por 3 el valor numérico del polinomio
es igual a cero.

d:] T(x=3:3-3-3=72

No es raiz porque al reemplazar la X por 3 el valor numérico del polinomio
es distinto de cero.

P(x) = 2x + 4x* + 2 grado 3
Q (x) = 5x* + 3x - 1 grado 2
Mx)=-2+6x-3x+4 grado 3

R (x) =2x° + 9% + 3x + 1 grado 3
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S(x)=2-x"-3x+3 grado 3
N (x) = 10x* - 3x + 6 grado 2
T (x) = 10x* + 14x" + 10x> + 6x” + bx - 2 grado 5

a:| Alx) :B (x =3x+10 resto 35x - 21
3 -2+ x -1 X2 - bx + 2

3x* -12x° + bx 3x + 10

10%% - 5x - 1
-10%% - 40x + 20
35x - 21

b:] AlX:C(x)=x*+x+2resto 9

3 -2+ x -1 3x -5

3x° - 5% X2+ X+ 2
3+ x -1
3x% - bx
6% - 1
6x - 10
9

El grado de R (X) es siempre menor que el grado de B (x).

ACTIVIDAD a

1 4 1
+ +
a=1 1 5
1 5 L ——>
-

Coeficientes de C (x)

Coeficientes
del polinomio dado

Resto



ACTIVIDAD

ACTIVIDAD

Px)=x"+4x -1
P =1"+4-1-1=4
Cociente:x+5 Resto4 P (1)=4

b:|
2 0 -3
+ + +
a=-3 -6 18 -45
2 -6 15 -43
N

123 —> Resto

Coeficientes de C (x]

Q (x) =2x" - 3" + 2x - b

Q(-3)=2(-3"-3-(-3f+2(-3)-6=123
Cociente 2x° — 6x° + 15x — 43 resto 123 Q (- 3) = 123
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-6 —> (Coeficientes del
polinomio dado

c:| Elrestode ladivision de un polinomio por otro de la forma X - a coincide con

el valor numeérico del polinomio para x = a.

Aplicando el Teorema del Resto reemplazamos X por -4 en el polinomio dado y

obtenemos el resto de la division.

P-4) =4 (4P +5(-4P-2(-4)+1=-167

Aplicando el teorema del resto reemplazamos X por 2 en el polinomio dado y ob-

tenemos el resto de la division.

P(2)=4-2°+5-2°-2-2+1=49

Si P (x) divisible por Q (x) el resto de la division debe ser 0, por lo tanto los valores

numeéricos de P (X) parax =1, en el caso ay para x=-3 en el caso b deben ser 0.

a:l] P()=1"+2-1+4-17°-m=0
1T+2+4-m=0
7-m=0

m="7
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b:] P(-3=4(3°-2(-3+3m=0
4 (-27)+6+3m=0
-108+6+3m=0

-102+3m=0
3m =102
m = 102/3
m = 34
Un polinomio es divisible por otro si el resto de la division es igual a cero. Aplica-

ACTIVIDAD °

ACTIVIDAD

mos el Teorema del Resto para calcular el resto de la divisién.
a:] P(1N=3(-1-2(-1P+2(-1)-3=0
Si porque el resto es igual a cero.
b:] P@B3)=3-3-2.-3+2-3-3=192
No porque el resto es distinto de cero.
c:] P()=3-1-2-17+2.-1-3=0
Si porque el resto es igual a cero.
di] P-2=3(-2"-2(-2P+2(-2)-3=57

No porque el resto es distinto de cero.

Hallamos los valores numéricos de P (x) para los distintos valores de X y las rai-
ces corresponden a aquellos valores para los cuales el valor numérico es cero.

P(1)=1°-3-1°-10-1+24=12
P2)=2°-3-2°-10-2+24=0
P(3)=3°-3-3"-10-3+24=-6
Pl4)=4°-3-4°-10-4+24=0

P(-1) = (-1)*-3(- 1)*- 10 (-1) + 24 = 30
Pl-2) = (-2 - 3(- 2P - 10 (-2) + 24 = 24
P(-3) = (-3)° - 3(-3)°- 10 (-3) + 24 =0

Las raices son: X=2 X=4 Xx=-3

Para responder la primera parte debemos hallar el vértice de la parabola.

Utilizando las formulas correspondientes y reemplazando a por -1, b por 30y ¢
por 30.000 obtenemos:

X, = - b/2a = -30/2 (-1) = 15
y, = flvx) = - 152+ 30 - 15 + 30.000 = - 225 + 450 + 30.000 = 30.225
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La respuesta al problema es: puede plantar 15 arboles por encima de 50 por hec-
tarea y la produccién maxima sera de 30.225.

Para averiguar a partir de qué valor la produccién se hace cero hay que hallar las
raices del polinomio utilizando la férmula:

+ 2
-V b- b"-4ac

2a

X1,2 =

Reemplazando a, b y ¢ por sus respectivos valores se obtiene

+
-30-30°- 4-(-1)-30.000

X =
1,2 2 1]
+
-30- v 900 + 120.000
X1,2 =
2-(-1]
+
y :—30— 120.900
1,2 2 1)
xl=M=158,85
-2
X2=M=158,85

X, = -158,85y x, = 188,85

Como X representa la cantidad de arboles, debemos aproximar los resultados y
descartar el resultado negativo. Por lo tanto la respuesta al problema sera que a
partir de 189 arboles por encima de 50 la produccion es igual a cero.

[ ]
ACTIVIDAD 4 O =R responder la primera parte debemos hallar el vértice de la parabola.

Utilizando las formulas correspondientes y reemplazando a por -1, b por 21y ¢
por 100 obtenemos:

X, = -b/2a =-21/2 (-1)=10,5
yo=flvx) = - 10,5 + 21 . 10,5+ 100 = -110,25 + 220,5 + 100 = 210,25
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ACTIVIDAD 44 Y

La respuesta al problema es: 10 afos y medio después de ser introducidos, la po-
blacién era maxima. A partir de ese momento comenzé a disminuir. La cantidad
méaxima de ciervos que llegd a haber en la isla fue de 210 (debemos tomar la par-
te entera del nimero pues no podemos contar ciervos con nimeros decimales).

Para averiguar en qué momento se extingue la poblacién hay que hallar las rai-
ces del polinomio utilizando la férmula:

+ 2
-V b- b"-4ac

2a

X1,2 =

Reemplazando a, by c por sus respectivos valores se obtiene
X, =25 y Xo= -4

Descartamos el resultado negativo pues nuestra funcién tiene como dominio los
numeros positivos. La respuesta entonces es que los ciervos se extinguieron 25
anos luego de ser introducidos en la isla.

:] Paraescribir la forma factorizada primero hallamos todas las raices del po-
linomio siguiendo los pasos que se indican en el Médulo y luego reempla-
zamos estos valores en la formula P (X) =a (X — X;) (X — X5) (X = X3) (X — X,)
donde a es el coeficiente principal y X, X, X3y X4 Sson las raices halladas.
a:] Plx)=3x"-3-21x"+3x+ 18

Primero buscamos, tanteando, una raiz. Probamos de reemplazar x
por distintos valores hasta encontrar uno que haga que la cuenta dé
cero. Por ejemplo:

Six=1 P()=3-1"-3-1"-21-1"+3-1+18=0
Ahora debemos dividir P (x) = 3x* - 3x* - 21x* + 3 x + 18 por x - 1

Aplicamos la regla de Ruffini:

3 -3 -21 3 18 —> Coeficientes
de P (x]
+ + + +
Raiz =1 3 0 -21 -18
3 0 -21 -18 0 —> Resto
L )

Coeficientes del cociente



b:|

Clave de correccion | 1 23

Con lo cual podemos escribir :
3x - 3x° - 21x* + 3x + 18 = [x - 1) [3x° - 21x - 18]
Ahora debemos encontrar las raices de: (3x° - 21x - 18)

Como se trata de un polinomio de tercer grado debemos encontrar
otra raiz por tanteo. Por ejemplo:

Six=-1 3(-1P-21(-1-18=0
Dividimos 3x’ - 21x —18 por x + 1

3 0 -21 -18

+ + +
-1 -3 3 18
3 -3 -18 0

Reemplazando en
A =3 - 21+ 3x+ 18 =[x - 1) (x + 1) (3x° - 3x - 18)
Ahora debemos factorizar: 3x° - 3 x — 18

Como es un polinomio de grado 2 aplicamos la férmula:

+ 2
-V b- b"-4ac

2a

X1,2=

Dondea=3,b=-3yc=-18y obtenemos:
Xp=-2YX,=3
Reemplazando en la forma factorizada:
P (x) =a Ix=xq) [x = x5) [x = x3) [x = xgJ,
La expresién del polinomio factorizado seréa:

Pix)=3x-1x+1)(x+2) (x-23)

Q (x) = 5x* = 125x% + 720

Siguiendo los mismos pasos que en el caso a) obtenemos la forma
factorizada de Q (X) =5 (x—4) (x +4) (x +3) (x—3)
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AcTivViDAD I U P
b |

c:|

La expresién que permite calcular el volumen es V (x) = x (30 - 2x)*.
V (4) =4 (30 - 2- 4 =1936

V (x) = x (30 - 2x)* = 1944

V(x) = x (30 - 2x) (30 - 2x) = 1.944

Aplicando propiedad distributiva y agrupando:
4x? - 120%° + 900x - 1.944 = 0

Como se trata de un polinomio de grado 3 debemos encontrar una raiz por
tanteo.

Probamos de reemplazar X por distintos valores hasta encontrar uno que
haga que la cuenta dé cero. Por ejemplo:

SiIX=6
4L-6%-120-6%+900-6-1.944 =864 - 4.320 + 5.400 - 1.944 =0

Por lo tanto si el lado del cuadrado recortado es de 6 cm el volumen de la
caja es de 1.944 cm’.
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~iEl Clave de correccion de la autoevaluacion

EJERCICIO Llamando X a las preguntas bien contestadas y que teniendo en cuenta que no
contestd dos preguntas, las preguntas mal contestadas seran 18 — x.

Para calcular el puntaje que obtiene por las preguntas bien contestadas debemos
multiplicar x por 0,5 que es lo que vale cada pregunta.

Para calcular lo que le descontaran debemos multiplicar el total de preguntas
mal contestadas, o sea X — 18 por 0,5. Sumando los puntajes debemos obtener 4.

Por lo tanto, la ecuacion que permite averiguar el total de preguntas bien contes-
tadas sera:

05x-05(18-x]=4
Distribuyendo obtenemos:
0,5x-9+0bx=4
Despejando:
05x+0bx=4+9
x=13

Respuesta: contesto bien 13 preguntas.

EJERCICIO La inecuacion que permite resolver el problema es:

?x+6 =100
9x =100 -6
9x = 94
X=94:6
x =156

Respuesta: puede encargar a lo sumo 15 resmas.

EJERCICIO El sistema a resolver es:

1,5x + 1,8y = 40,5

X=y+25
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EJERCICIO

Reemplazando la segunda ecuacién en la primera obtenemos:
15(y+5)+18y=405

Distribuyendo:
1,5y +75+18y=405

Despejando:

1,0y +1,8y=405-75

Agrupando:
33y=33
y=33:3.3
y =10

Por lotantox=y+5=10+5=15

Respuesta: compro 15 paquetes en ofertay 10 de los otros.

Para responder las dos primeras preguntas (ay b) debemos hallar el vértice de la
parabola, donde X, sera el momento en el que alcanza la velocidad maxima ey,
serd la velocidad méaxima.

Utilizando las formulas correspondientes y reemplazando a por -1, b por 18 y ¢
por 40 obtenemos:

Xy =-Db/2a=-18/2(-1)=9

Luego podemos responder al punto b diciendo que: el misil alcanza su maxima
velocidad 9 segundos después de haber sido lanzado.

yy=Tlwx]=-9"+18-9+40=-81+162+40 =121

La respuesta al punto a es: la maxima velocidad alcanzada es de 121m/s.

c:| Para averiguar en qué momento se detiene el misil debemos calcular las
raices del polinomio utilizando la formula:

+
-V b- b’-4ac

2a

X1,2 =

Reemplazando @, by ¢ por sus respectivos valores se obtiene:

+
) 187 18 -4 (1) 40
1,2 2[_1]
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+
_-18-\ 324+ 160

X =
1,2 2-[_,]]
) 18- 484
1,2 2.[_1]
2
S R Y R
2

X;= -2 y Xy =20

El momento en el cual el misil fue lanzado corresponde a tiempo cero, por
lo tanto debemos descartar el valor negativo.

Luego, la respuesta al punto c es: el misil se detiene a los 20 segundos.

Para responder este punto debemos reemplazar v por 100 y resolver la
ecuacion:

100 = - t* + 18t + 40
Despejando:
0=-t"+18t+40-100
0=-t"+18t-60

Utilizando la formula:

+
-V b- b*-4ac

2a

X1,2 =

Dondea=-1,b =18y c =-60 se obtiene:

18 18 - 4 (1) - (-60)

X1,2 =

2+ (1)
18~ 324 - 240
1,2~

2-(-1)
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e:|

EJERCICIO D) P

X =

1,2 2 (1)
Xy = M = 4,42
Xy = L;Hé = 13,58

X1= 4,42 y x,=13,58

Respuesta: el misil tendra una velocidad de 100m/s a los 4,42 s y a los
13,58s.

Teniendo en cuenta que la velocidad méaxima es de 121m/s podemos decir
que: el misil nunca alcanzara una velocidad de 150 m/s.

Para responder este punto debemos reemplazar t por 5y hacer el calculo:

T(5)=02-5"-56-5"+36-5
=0,2-125-56-25+36-5
=25-140 + 180
=65

Para responder los puntos b y ¢ debemos calcular las raices del polinomio:
T(t)=0,2t - 56"+ 36t.
Para ello igualamos el polinomio a cero y resolvemos la ecuacién:
0=02t" - 5,6t" + 36t.
Sacando factor comun t:
0=t(0,2 t* - 5,6t + 36)

Para que este producto sea cero, o t debe valer cero o el paréntesis debe va-
ler cero, por lo tanto igualamos a cero el paréntesis y resolvemos la ecuacion:

0=0,2t°- 5,6t + 36
Para ello aplicamos la formula:

+
-V b- b’-4ac

2a

X1,2 =



b:|
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Dondea=0,2,b=-56yc=36.

+
256 -y 5.6°-4-02-36

X1,2 =

2-0,2
+
-56- 4 3136-288
X1,2 =
2-0,2
+
y =—5,6— 2,56
2 2.02
Yy -56+16 _18
0,4
Yy = -56-1,6 10
0,4
x;=18 y x,=10

Las raices de la funcion sont=0,t=10y t=18.

Como la primera medicion se realizd a las 8 de la manana y ese momento
corresponde a t = 0 podemos decir que la temperatura fue de 0 °C a las 8
de la manana, 10 horas después de la 8, 0 sea a las 6 de la tarde y 18 horas
después de las 8, 0 sea a las 2 de la manana del dia siguiente.

Teniendo en cuenta que las raices de la funcion sont=0,t=10y t=18y
que las raices son los puntos donde la funcién corta al eje X, si a las 5 ho-
ras de haber realizado la primera medicién la temperatura era positiva, en-
tre las 10y las 18 horas de haber comenzado las mediciones, la temperatu-
ra sera bajo cero.
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i Bibliografia

A continuacion le proponemos algunos textos para consultar que, seqguramente
le seran Utiles a lo largo de su trabajo con el Médulo. Recurra a su docente tutor
o al bibliotecario de la escuela o de la biblioteca mas cercana para que lo ayude

en la busqueda del material que le interese.
] Altman, S, Comparatore, C y Kurzrok, L.. Matematica Polimodal. Funciones 1,
Argentina, Longseller, 2002.

e] Altman, S, Comparatore, C y Kurzrok, L.. Matematica Polimodal. Funciones 2,
Argentina, Longseller, 2002.

e] Camus, N.y Massara, L.. Matemética 3, Argentina, AIQUE, 1994.
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